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Societatea de Ştiinţe Matematice din România
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Subiectul 1. Fie p un număr prim, p 6= 3, şi a, b numere ı̂ntregi astfel
ca p | a + b şi p2 | a3 + b3. Să se demonstreze că p2 | a + b sau p3 | a3 + b3.

Subiectul 2. Să se arate că pentru orice n ∈ N∗ există un multiplu de n
cu suma cifrelor egală cu n.

Subiectul 3. Fie ABC un triunghi ascuţitunghic. Considerăm tri-
unghiul echilateral A′UV , cu A′ ∈ (BC), U ∈ (AC), V ∈ (AB) astfel ca
UV ‖ BC. Definim analog punctele B′ ∈ (AC) şi C ′ ∈ (AB). Să se demon-
streze că dreptele AA′, BB′ şi CC ′ sunt concurente.

Subiectul 4. Fie ABC un triunghi şi D mijlocul laturii BC. Pe laturile
AB şi AC există punctele M , respectiv N , ambele diferite de mijloacele
laturilor, astfel ca AM2 + AN2 = BM2 + CN2 şi ∠MDN = ∠BAC.
Să se arate că A = 90◦.

Subiectul 5. Fie n ∈ N, n ≥ 2, şi numerele ı̂ntregi a1, a2, . . . an, cu
proprietatea că 0 < ak ≤ k, pentru orice k = 1, 2, . . . , n. Ştiind că numărul
a1 + a2 + · · · + an este par, să se arate că există o alegere a semnelor ‘+’,
respectiv ‘−’, astfel ı̂ncât

a1 ± a2 ± · · · ± an = 0.

Timp de lucru: 3 1/2 ore



SOLUŢII

Subiectul 1. Presupunem că p2 - a + b şi demonstrăm că p3 | a3 + b3,
ceea ce probează cerinţa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Avem p2 | (a + b)3 − 3ab(a + b), deci p | 3ab. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Din p 6= 3 prim deducem p | a sau p | b. Cum p | a + b, rezultă p | a şi

p | b.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Atunci p3 | a3 şi p3 | b3, deci p3 | a3 + b3, q.e.d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Subiectul 2. Fie n ≥ 1 şi fie numerele 10k, k ∈ N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Considerăm resturile la ı̂mpărţirea cu n ale numerelor 10k. Cum aceste

resturi sunt ı̂n număr finit, există un a = 0, 1, . . . , n − 1 astfel ca 10m ≡ a
(mod n) pentru o infinitate de valori ale lui m ∈ N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Dintre acestea alegem n numere 10m1 , 10m2 , . . . , 10mn cu m1 > m2 >
. . . > mn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Numărul A = 10m1 +10m2 + . . .+10mn are suma cifrelor n şi A ≡ na ≡ 0
(mod n), adică n | A, qed. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Subiectul 3. Considerăm ı̂n exteriorul triunghiului dat triunghiul echi-
lateral BCA1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Atunci A, A′, A1 sunt coliniare, via omotetia de centru A ce transportă
U, V ı̂n B, C, respectiv. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Cum dreptele AA1, BB1, CC1 sunt concurente ı̂n punctul Fermat-Torricelli
al triunghiului ABC, concluzia este demonstrată. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Subiectul 4. Fie E şi F mijloacele laturilor AC şi AB şi P simetricul
lui D faţă de E.

Relaţia AM2 + AN2 = BM2 + CN2 devine ( c
2

+ FM)2 + (B
2
−NE)2 =

( c
2
− FM)2 + ( b

2
+ NE)2, de unde c · FM = b ·NE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
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şi cum ∠MFD = ∠NEP de-

ducem că ∆MFD ∼ ∆NEP . De aici ∠MDF = ∠NPE. Pe de altă parte,
∠MDN = ∠BAC = ∠FDE, deci ∠MDF = ∠NDE. . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Atunci triunghiul NPD este isoscel şi NE este mediană, deci NE⊥DP ,
adică A = 90◦. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Subiectul 5. Considerăm An−1 = an − an−1; avem An−1 ≤ n− 1. . . . 2p
Dacă An−1 = 0, adică an−1 = an atunci problema se reduce la pasul n−2.2p
Dacă An−1 > 0 atunci problema se reduce la pasul n− 1. . . . . . . . . . . . . . . . 3p
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